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摘　要: 提出一个解决非负权网络最短路问题的节点合并算法. 该算法以将距离起始节点最近的邻居节点拉到身边的方法, 与

距离最近节点不断合并, 重复这一动作, 最终求得起始节点到其他节点的最短路距离. 与D ijk stra 算法相比, 节点合并算法不存

在节点着色操作, 始终只考虑起始节点的邻居, 实现步骤更加简单, 整个过程可以采用向量化操作, 易于理解和编程实现. 数据

试验表明, 节点合并算法求解效率明显高于D ijk stra 算法.
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Abstract: T h is paper p ropo ses a N ode Com bination algo rithm fo r the Sho rtest2Path of real2w eigh ted netw o rk s. By the m ethod

of dragging the start node’s nearest neighbo r to itself, it com bines the nearest node repeatedly, and finally gains the length s of

the sho rtest path s betw een the start node and all o ther nodes. Compared w ith the D ijk stra algo rithm , it is a new algo rithm

w ithou t node labeling operations, it takes no bu t the start node’s neighbo rs in to accoun t all the tim e. W h ile the w ho le p rocess

cou ld be m anipu lated w ith vecto rs, it is mo re comp rehensib le and conven ien t fo r p rogramm ing. W ith the experim ental evalua2
t ion on a variety of netw o rk s, it show s that it gains mo re computing efficiency than D ijk stra.
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1　引　言

通篇排号最短路 (Sho rtest Path, SP) 问题是图论中的经

典问题, 也是最基本的网络优化问题之一. 使用节点着色的方

法, E. W. D ijk stra [1 ]在 1959 年给出了求非负权网络中节点 v i

到网络中所有其他节点最短路距离 (Single2Source Sho rtest

Path, SSSP)的一个算法, 其时间复杂度为O (N 2).

为了进一步提高D ijk stra 算法的效率, 从提高临时标记

节点搜索效率和减少临时标记节点搜索数量两方面出发, 学

者们提出了大量改进算法, 这些算法都是通过设计特定的数

据结构和采用优化的搜索策略来改进效率的. 其中典型的有

使用桶结构的D IKB、D IKBD、D IKBM、D IKBA 算法, 使用堆

结构的D IKH、D IKR 算法, 使用队列结构的D IKQ、D IKF 算法

等[2 ]. Cherkassky B. V. , Go ldberg A. V. 和 R andzik T. [2 ]对

D ijk stra 算法的 6 种改进算法进行的比较表明, D IKBD 和

D IKBA 效果最好.

当网络中存在负权值时, D ijk stra 算法不能保证一定产

生最短路, Bellm an2Fo rd2M oo re 算法能解决不含负回路网络

的最短路问题[325 ]. 该算法的主要思想是逐次逼近, 每次逼近

都是求D 中从顶点 v i 到其余各顶点的带限制的最短路. 该算

法最多需要 3N 3ö2 次运算, 其时间复杂度为O (mN ) [6 ], m 表

示边的数量.

对于不含回路的网络, A. V. Go ldberg [7 ]给出的拓扑排序

算法能在O (mN ) 的时间复杂度下解决一个节点到所有其他

节点的最短路问题.

基于图增长理论, B. Ju. L evit [8 ]和U. Pape [9 ]分别单独提

出了解决最短路问题的算法, 一般称为Pape2L evit 算法, 该算

法在最坏情况下复杂度为O (N ·2N ). S. Pallo t t ino [10 ]提出了

著名的双队列TQQ 算法, 虽然在最坏的情况下, TQQ 算法的

复杂度为O (mN ) , 但是Cherkassky[2 ]和 F. Ben jam in Zhan [11 ]

分别对 17 和 15 种算法求解最短路效率进行了比较, 结果表

明, TQQ 算法是速度最快的算法之一.

显然, 将D ijk stra 循环N 次即可求解所有节点对之间的

最短路 (A ll2Pair Sho rtest Path, A PSP ) , 其时间复杂度为O

(N 3). 求所有节点对之间的最短路的算法还有F loyd 算法[12 ],

D an tzig 算法[13 ], 他们的时间复杂度均为O (N 3). 鉴于本文仅

讨论单源最短路问题, 在此不一一介绍.
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　　随着计算机技术的进步和最短路算法研究的深入, 最新

的最短路改进算法主要从网络分层 [14216 ]、网络分割[17 ]和将各

种优化方法结合使用[18 ]来提高效率. 各种启发式搜索算法也

越来越频繁地应用于最短路问题求解中来. 如神经网

络[19, 20 ]、遗传算法[21, 22 ]、蚁群算法[23225 ]、A 3 算法[26 ]等. 关于

应用启发式算法解决最短路问题的综述性文献可以参看 [27 ] ,

该文对最短路算法研究的相关文献作了详尽的总结.

这些最短路算法考虑的是怎样从 (from ) 起始节点走到

( to)目标节点的路径选择问题, 尤其是D ijk stra 算法还涉及节

点和边的着色操作, 这对算法的理解和程序设计都提高了难

度, 将增大算法的时间和内存开销, 影响执行效率.

本文提出了一种基于节点合并的最短路问题新算法, 它

从反方向考虑, 即怎样把目标节点拉 (drag) 到起始节点身边,

将拉过来的节点与起始节点合并 (Com bine) 为新的起始节

点, 在这过程中按一个非常简单的规则修改边权值, 始终考察

起始节点的邻居节点, 最终所有与起始节点连通的节点将合

并成一个节点, 就可以求得起始节点到其他各节点的最短路

距离.

节点合并 (N ode Com bination, N C) 算法具有形象生动,

易于理解, 便于编程实现和运算效率高等特点.

2　节点合并

定义1. 设v i, v j 是图G= (V , E , C )中的两个节点, 我们用

G (v i·v j )表示将节点 v i 与节点 v j 合并后所得到的图. 所谓将

节点v i 与节点v j 合并是指将v i 与v j 合并成一个新的节点代替

v i 与v j , 原来分别与v i 和v j 相关联的边现在都与新节点关联,

如图 2 所示.

(a)合并前的图　　　　　　 (b)合并后的图

图 1　将节点 1 与节点 3 进行合并

F ig. 1　N ode com bination

图 1 中节点 1 与节点 3 合并后形成的新节点保持了与节

点 5, 7 的连接, 同样地, 节点合并过程也可能产生多重边的情

况, 如果图1 (a)中节点1 与节点7 有边相连, 则节点1 与节点3

合并后在新节点和节点 7 之间会产生二重边. 显然, 无多重边

网络两节点合并过程产生的多重边重数最多为二重.

节点合并算法对多重边的处理是选择权值较小的边代替

多重边, 这一点在第 3 节有详细介绍.

3　 节点合并算法

3. 1　节点合并算法基本思想

考虑一个无负权值的无向网络, 节点之间的边权值代表

相连节点的距离, 要找到某个给定的起始节点到所有其他节

点之间的距离, 可以这样考虑: 站在起始节点, 将其他节点一

个个拉到起始节点身边. 拉的过程, 就是起始节点和被拉的目

标节点的合并过程.

可以作这样一个比方: 假设网络中的节点都是由绳子牵

着的, 起始节点放在一个池子里面, 我们站在起始节点, 不断

地将最短距离的邻居节点拉过来连同绳子一起丢到池子里

面. 这样, 池子外面的节点越来越少, 最后, 所有绳子牵着的节

点都被拉到池子里面. 节点合并算法的最大特点就是操作简

单, 始终只考虑起始节点的邻居, 重复选择最近的邻居与其合

并, 最终得到起始节点与其他节点的最短路距离. 如果网络采

用邻接矩阵形式存储, 则每次选择目标节点都只需考察起始

节点所在行.

注意, 算法对节点的合并操作体现在对起始节点到其他

节点的边权值修改上, 不必增加额外的计算复杂度. 于是节点

合并算法没有繁琐的节点标号操作, 极大的简化了程序设计.

3. 2　节点合并算法流程

按照上述思路, 对一个具有N 个节点的非负无向网络D

= (V , E , C ) , 网络邻接矩阵为CN ×N , 节点合并算法步骤如下:

Step 0. 初始化CN ×N 的所有零元素用∞代替, 即两点之

间 (包括自己) 没有路连接则距离为无穷. 对每个节点 v j 用 d

(v j )表示起始节点 v i 到 v j 的最短路长度, 开始, 令d (v i) = 0, d

(v j ) = ∞, j≠i.

Step 1. 取vm in使得C (v i, vm in) = m in{C (v i, v j ) }, 令d (vm in)

= C (v i, vm in). 如果m in{C (v i, v j ) }= ∞, 停止.

Step 2. 对Π v j∈V , C (v j , vm in) = ∞, 修改C (v i, v j ) = m in

{C (v i, v j ) , d (vm in) + C (vm in , v j ) }, 转Step 1.

可见节点合并算法中仅存在求极小值和简单的赋值操

作, 不存在繁琐的节点着色引起的判断操作. 通过重复查找起

始节点最近邻居和修改与其他节点距离这两种操作, 最终得

到起始节点到其他各节点的最短路距离. 算法中涉及到要操

作的变量少, 比较D ijk stra 算法, 节点合并算法极大地简化了

程序设计.

下面证明算法的正确性.

定理 1. 节点合并算法按照最短路距离递增的顺序求解

最短路问题.

证明: 由于 d (vm in) = m in{C (v i, v j ) ûv j∈V }, 只需证明节

点合并后对所有 j , m in {C (v i, v j ) }≥d (vm in ) 即可. 即证m in

{m in{C (v i, v j ) , d (vm in) + C (vm in , v j ) }}≥d (vm in).

由d (vm in ) = m in {C (v i, v j ) }, 有C (v i, v j ) ≥d (vm in ) , 又 d

(vm in) + C (vm in , v j )≥d (vm in) , 显然对任意 j , 有m in{C (v i, v j ) , d

( vm in) + C (vm in , v j ) }≥d (vm in) , 马上得到m in{m in{C (v i, v j ) , d

(vm in) + C (vm in , v j ) }}≥d (vm in). 得证.

定理 2. 通过节点合并算法能够求出无向非负网络起始

节点 v i 到其他节点的最短路距离.

证明: 设已经求得最短距离节点的集合为 S , 则S = {v i}

时, 有C (v i, v j ) = ∞, 显然 d (v k ) = m in{C û (v i, v j ) ûv j∈V }是 v i

到 v k 的最短路距离, 而且该距离是所有最短路距离中除了起

始节点到自身的距离外 (d (v i) = 0)最小的.

当ûS û> 1 的某时刻, Step 1 中求得m in{C (v i, v j ) = C (v i,
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v k) }, 只要证明C (v i, v k ) = d (v k)即可.

用反证法, 假设C (v i, v k )不是节点v i 到v k 的最短路距离,

则存在下述两种情况:

(1) v i 到 v k 的最短路径为边 (v i, v k ) , 也即假设此时的C

(v i, v k)是通过节点合并操作修改边权值后得到的. 然而, 通过

Step 2 中.

C (v i, v j ) = m in{C (v i, v j ) , d (vm in) + C (vm in , v j ) }

可知C (v i, v j ) 在节点合并过程中直至被合并之前, 是不

断递减的, 故存在某节点m , 使得 d (vm ) + C (vm , v k ) < C (v i,

v k) , 与v i 到 v k 的最短路径为边 (v i, v k)矛盾.

(2) v i 到 v k 的最短路径的倒数第二个节点为 v k2, 不妨假

设通过节点合并算法得到的最短路径倒数第二个节点为 v k1,

则d (v k1) + C (v k1, v j ) > d (v k2) + C (v k2, v j ).

容易验证 v k2未被合并, 否则在 v k2被合并时必然有

C (v i, v k) = m in{C (v i, v k) , d (v k2) + C (v k2, v k ) }= d (v k2) +

C (v k2, v k)

而此时与

C (v i, v k) = d (v k1) + C (v k1, v k ) > d (v k2) + C (v k2, v j ) 矛盾,

故 v k2未被合并.

那么有d (v k2) > C (v i, v k2) > d (v k1) (否则不会选中v k1节点

合并) , 在 v i 与 v k1节点合并时:

d (v k1) < d (v k2) < C (v i, v k2) < d (v k1) + C (v k1, v k) = C (v i, v k)

而m in{C (v i, v j ) }= C (v i, v k) < C (v i, v k2) , 故矛盾. 证毕.

3. 3　一个完整的例子

图 2 展示了应用节点合并算法求解节点 1 到其他各节点

最短路距离的过程, 其中d ( i)表示求得的节点1 到节点 i 的最

短路距离. 下面详解该过程:

合并 1, 2. 起始节点 1 首先找出与自己最近的邻居为节点

2, 马上得到与节点 2 的最短路距离为 d (2) = 5. 执行合并操

作, 修改

C (1, 5) = m in{C (1, 5) , d (2) + C (2, 5) }= m in{∞, 5+ 10}

= 15 合并1, 3. 新的起始节点1 找出与自己最近的邻居节点3,

得到 d (3) = 8. 执行合并操作, 修改C (1, 5) = m in {C (1, 5) , d

(3) + C (3, 5) }= m in{15, 8+ 10}= 15. C (1, 7) = 18.

合并 1, 6. d (6) = 8, 合并 1, 6, 修改C (1, 5) = 13.

合并 1, 4. d (4) = 10, 合并 1, 4, 修改C (1, 7) = 17.

合并 1, 5. d (5) = 13, 合并 1, 5, 修改C (1, 8) = 19.

合并 1, 7. d (7) = 17, 合并 1, 7, 修改C (1, 8) = 19.

合并 1, 8. d (8) = 19.

所有节点合并为一个节点, 算法终止.

从上述过程可见, 对于一个 8 节点的全连通网络, 节点合

并算法通过 7 次节点合并操作, 求出节点 1 到其他各节点 (2

到 8)的最短路距离分别为: 5, 8, 10, 13, 8, 17, 19. 容易验证, 该

结果与用D ijk stra 算法得到的从节点 1 到其他各节点的最短

路距离是一样的.

4　算法效率比较

4. 1　算法复杂度

对于全连通网络, 节点合并算法的计算复杂性由以下部

分组成:

　　 (1) 查找最近邻居 vm in的比较运算: 即Step 1 中, 对 v i 的
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所有邻居v j , 求C (v i, vm in) = m in{C (v i, v j ) }, 共需比较n i- 1 次

(n i 表示节点 v i 的度) ;

(2) 修改与起始节点相连边权值的加法运算以及其选择

较小边的比较运算: 即 Step 2 中, 对 vm in的所有邻居 v j , C (v i,

v j ) = m in{C (v i, v j ) , d (vm in) + C (vm in) + C (vm in , v j ) }, 加法和比

较运算分别为nm in- 1 次;

(3) 节点合并的实现: 对 vm in的所有邻居 v j , C (v j , vm in) =

∞, 共需nm in- 1 次赋值操作.

算法循环最多N - 1 次, 由于节点合并过程将导致网络

中节点邻居数量的不断减少, 故下面仅考虑算法复杂度的一

个上界:

(N - 1)×n i+ 2× ∑
N

j= 1, j≠i
(n j - 1) • (N - 1) (n i+ 2nλ- 2) •

2nλ(N - 1)

其中 nλ 表示网络的平均度, 故节点合并算法复杂度为O

(nλN ).

注意, 对于大部分的复杂网络尤其是小世界网络和无标

度网络, nλν N , 故节点合并算法能够极大地提高算法效率.

比较两种算法的过程就可以发现, 节点合并算法通过节

点合并代替了传统的节点着色操作, 程序设计也不必开辟额

外的内存空间用以记录着色节点. 算法运算过程不必进行着

色节点的判断操作, 只存在查找最近邻居的求最小值操作和

节点合并过程中起始节点边权值的修改操作, 而这两种操作

几乎都基于网络的邻接矩阵和最短路距离向量, 整个算法只

需要增加两个记录距离和位置的整型变量 (也可以是实型变

量) , 可以很好的提高运算效率, 节省内存空间.

简单的说, 节点合并算法省去了D ijk stra 算法的顶点着

色操作, 不必开辟额外的内存空间和进行顶点着色的判断操

作. 而且整个过程始终从起始节点出发, 即程序完成一轮循环

后, 仍然只需重新考察起始节点即可, 这就大大简化了程序.

不难发现节点合并算法的所有步骤几乎都可以用矩阵向

量来“批量”操作, 使用M atlab 来编程实现, 可以得到更快的

运算速度.

4. 2　效率比较

为了比较节点合并算法与D ijk stra 算法的效率, 使用

M atlab 7. 1 编程, 在Pentium (R ) 4 2. 4GH z, 512M 内存的计算

机上分别计算复杂网络中节点 v 1 到其他节点的最短路距离,

网络的存储结构采用赋权邻接矩阵的形式.

比较算法所花费的时间 (单位, 秒) , 采用Barabasi,A lbert

和Jeong 提出的BA 无标度网络[28 ] ,W atts 和Strogatz 提出的

W S 小世界网络[29 ] , E rdo s 和 R enyi 引入的 ER 随机网

络[30, 31 ] , 以及完全图, 分别设置网络中节点数为 100, 500,

1000, 5000, 比较D ijk stra 算法与节点合并算法的运算效率,

我们发现, 节点合并算法比D ijk stra 算法运算效率高, 可以节

省 5 倍以上的计算时间, 而且, 随着网络规模的扩大, 算法效

率的差异表现得越明显, 当网络为 5000 个节点的完全图时,

节点合并算法比D ijk stra 算法快了 20 倍以上. 在大规模的复

杂网络研究中使用节点合并算法, 将是不错的选择. 图 3 展示

了两种算法的计算时间比较结果.

5　总　结

节点合并算法基于将目标节点不断拉到身边的新思路,

通过节点合并代替传统的顶点和边着色操作, 合并后形成的

新的起始节点代替D ijk stra 算法的已着色顶点集合, 省去了

顶点和边着色、着色顶点判断等繁琐的操作, 整个算法仅仅使

用两种基本操作: 寻找与起始节点最近的邻居和修改起始节

点与其他未求得最短路节点的边权值, 重复对起始节点搜索

距离最近的邻居节点, 就可以求得所有到其他节点的最短路

距离. 反映到邻接矩阵上, 算法每次都只需要从起始节点所在

行出发进行搜索即可.

上述优点导致节点合并算法同时具有较高的计算效率和

简洁的程序代码, 其时间复杂度为O (nλN ) , 而对于大部分的复

杂网络尤其是小世界网络和无标度网络, nλν N , 在大规模的

复杂网络研究中使用节点合并算法, 将是不错的选择.

该算法已成功应用于十一五装备预研项目“复杂3 3 网

络可靠性分析与评价”软件系统, 与D ijkstra 算法类似地, 节

点合并算法可以很方便地设计于求解最短路径, 我们同样得

到了该算法的权矩阵解法, 后者的操作非常简单, 每次只需修

改权矩阵的起始节点所在行的元素值, 限于篇幅, 在此不作进

一步介绍.

本文仅讨论了非负权无向网络, 容易证明, 节点合并算法

对于非负权的有向网络也是适用的.
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